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Rezumat: Articolul prezent stabileúte o serie de propriet� i legate de 

invarian ii úi S-invarian ii unei re ele Petri marcate, aúa cum ar fi: o caracterizare 
structural� a invarian ilor unei PT- re ele Petri marcate úi {0,1}-valuate prin 
intermediul rela iei de flux a re elei, o caracterizare structural� a invarian ilor re elei 
prin  operatorul de inciden � al acesteia, o caracterizare a S-invarian ilor unei re ele 
Petri viabile, o condi ie suficient� de m�rginire a unei re ele Petri acoperit� prin       
S-invarian i, etc. Articolul se încheie prin prezentarea unei modalit� i concrete de 
studiere a propriet� ilor unui sistem prin intermediul S-invarian ilor re elei Petri care 
modeleaz� acel sistem. 

 
Cuvinte cheie: re ea Petri marcat�, invariant, S-invariant, viabilitate,   
 m�rginire. 
 

 
1. INTRODUCERE 

 
Teoria re elelor este un capitol special al teoriei generale a sistemelor 

dezvoltat ca un instrument al analistului de sisteme care s� îi permit� acestuia 
reprezentarea úi cercetarea sistemelor la orice nivel de detaliere necesar. 

Printre altele, teoria re elelor este folosit� pentru a descrie úi analiza sistemele 
de operare ale calculatoarelor, func iile hardware ale acestora úi algoritmii cu un 
înalt nivel de concuren �. 

În general, sistemele sunt considerate ca mul imi de subsisteme 
interconectate care sunt mai totdeauna constrânse s� func ioneze în paralel, fie 
pentru creúterea siguran ei în func ionare a sistemelor, fie din necesitatea de a 
conecta subsisteme situate la distan e diferite. 

Au ap�rut astfel probleme intrinseci paralelismului cum ar fi: problema 
coali iei, problema sincroniz�rii, problema bloc�rii, problema comunic�rii etc, 
probleme care se pun úi se studiaz� înc� din faza de proiectare a sistemelor. Este 
deci necesar s� útim a modela úi exprima propriet� ile sistemelor pe care dorim s� 
le avem în vedere în evolu ia viitoare a acestora. 
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Problemele paralelismului úi modelarea acestora au f�cut obiectul 
numeroaselor lucr�ri útiin ifice care pe plan teoretic clarific� no iunile de: timp 
real, paralelism, comunicare, sincronizare, arhitectur� distribuit� etc. 

În 1962, Carol Adam Petri dezvolt� o teorie matematic� adecvat� studierii 
sistemelor de procesare (prelucrare) a informa iei bazat� pe comunicare, 
sincronizare, paralelism úi concuren �. Modelul formal propus de Petri poart� ast�zi 
denumirea de re ea Petri. 

Re elele Petri devin celebre prin lucr�rile cercet�torilor americani din anii �70 
ai secolului XX, care extind úi aplic� ideile lui Petri în multe domenii ale útiin ei, în 
general, úi al útiin ei calculatoarelor, în particular. 

Re elele Petri au fost folosite în studiul unei mari variet� i de sisteme, cum ar 
fi: sisteme de operare ale calculatoarelor, verificarea formal� a proceselor paralele, 
controlul proceselor industriale, corelarea structurilor matematice, sisteme 
hardware, sisteme software, sisteme de legisla ie, sisteme chimice, limbaje formale, 
verificarea protocoalelor din re elele de calculatoare, sisteme informatice, scheme 
PERT úi altele. 

Au ap�rut astfel diferite tipuri de re ele Petri, de la cele mai simple, cum ar fi: 
maúini de st�ri, re ele liber alese, grafuri de evenimente, re ele simple, etc. pân� la 
cele mai complexe: re ele Petri colorate,  re ele Petri predicat-tranzi ie, re ele Petri 
algebrice, re ele Petri stochastice etc. Ele au fost grupate în clase sub forma: 

-   PT-re ele (re ele Petri loca ie-tranzi ie); 
- CE-re ele (re ele Petri condi ie-eveniment); 
- TP re ele (re ele Petri test); 
- HL-re ele sau CP-retele (re ele Petri colorate); 
- PrT-re ele (re ele Petri predicat-tranzi ie); 
- SPN-re ele (re ele Petri stochastice); 
- FPN-re ele (re ele Petri fuzzy). 
Clasa PT-re elelor con ine: maúini de st�ri, grafuri de evenimente, re ele liber 

alese (cu alegere liber�), re ele Petri simple, precum úi extensii ale acestora printre 
care :re ele Petri cu inhibi ie, re ele Petri cu priorit� i, re ele Petri temporizate, 
re ele Petri cu resetare, re ele Petri cu automodificare, re ele Petri sub strategie de 
maxim, re ele Petri controlate prin cozi sau prin automate, re ele Petri condi ionate, 
re ele Petri selective, re ele Petri cu revenire úi altele. 
Principiile care ini ial au stat la baza model�rii sistemelor prin re ele Petri sunt: 

1. st�rile úi tranzi iile dintre st�rile unui sistem sunt entit� i distribuite; 
2. st�rile úi tranzi iile sunt entit� i distincte, dar în strâns� corela ie; 
3. o tranzi ie se poate produce numai dac� sunt indeplinite anumite condi ii 

fixate   apriori úi care nu depind de starea curent� a sistemului; 
4. rezultatul producerii unei tranzi ii este presupus a fi totdeauna acelaúi. 
Au ap�rut, îns�, sisteme care nu puteau fi modelate satisf�c�tor, datorit� 

restric iilor impuse în principiul 3, dar acceptând ideea variabilit� ii precondi iilor 
producerii tranzi iilor, au ap�rut noi clase de re ele Petri, precum: re ele Petri cu 
inhibi ie, re ele Petri cu priorit� i, re ele Petri controlate prin automate, re ele Petri 
cu automodificare, re ele Petri condi ionate, re ele Petri selective etc.În aceste 
subclase, o tranzi ie se poate produce sau nu în aceleaúi condi ii, în func ie de 
istoricul evolu iei sistemului. 

Pentru ca prin modelare s� ob inem un model cât mai fidel sistemului 
modelat, este necesar� mai întâi observarea sistemului. Sistemele reale au o 
evolu ie continu� în timp, iar din punct de vedere practic observarea este discret�, 
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întrucât nu se poate face decât la anumite momente de timp. Este posibil, deci, ca 
anumite ac iuni ale sistemului s� nu poata fi observate úi observatorul s� 
înregistreze o nou� stare a sistemului, f�r� a útii ce ac iune a produs-o. În astfel de 
situa ii, putem considera c� sistemul a efectuat un salt spontan dintr-o stare în alta. 
Re elele Petri cu revenire modeleaz� sistemele în astfel de situa ii. 

 In cele ce urmeaz� vom folosi defini iile no iunilor preliminare úi nota iile 
introduse în [1, 2, 3]. 

 
2. ASPECTE TEORETICE 

 
Defini ia 1.  Fie 0 ),,Pr,,( PPosteTSM  6 o PT-re ea Petri marcat� {0,1}- 

valuat�. Vom  spune c� A� S este invariant al re elei  M6  � pentru orice 

0 ),( PP M  avem A 6� P P( ) ( )A A 0 , adic� dac� în întreaga evolu ie a re elei 
num�rul m�rcilor con inute în loca iile din A r�mâne invariant la producerea 
oric�rei tranzi ii a re elei. 

 
Teorema 1 (de caracterizare structural� a invarian ilor).  Fie  o PT-

re ea Petri marcat� {0,1}-valuat� úi  A S.  
M6

�
Fie }1),(/),{(}1),(Pr/),{(  u�� u� tsPostATsttseTAtsF

�

A , 
mul imea tuturor arcelor care au o extremitate în A. Atunci A este invariant pentru 

   M6
�( , )s t F As �c�! )t s F astfel încât ( , A a) � c �A   

� c �!s A  astfel încât ( , )c �s t F�( , )s t F b) �  
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A A

(aceste rela ii spun c� pentru fiecare arc al digrafului asociat lui M6  cu o 
extremitate în A ce porneúte sau se sfârúeúte într-o tranzi ie t oarecare a re elei 
exist� un singur arc cu o extremitate în A ce sfârúeúte respectiv porneúte din t ) 

 

Demonstra ie 
�� � a) Fie� �( , )s t FA . Dac� pentru � c �s A  arcul A( , )t s Fc �  atunci la 

producerea tranzi iei t permis� la marcarea  ), 0( PP MA 6� , A pierde o marc� úi 
deci P P( ) ( )A Az 0 . 

Dac� { / ( , )c �s A t s } tFc � A 2 atunci prin producerea tranzi iei t permis� 
de P , A va primi un num�r de m�rci 2 úi  va pierde doar o marc� pe arcul 

 úi astfel 
t

AFs( t �), P P( ) (A )Az . Rezult� deci c� As �c�!
F

 a. î. ( ,  )t s Fc �0 A

           b) Ca úi mai sus, dac� pentru Ast �),(  nu ar exista nici un arc  
 cu AFts �),'( As �c  atunci prin producerea tranzi iei t permis� la o anumit� 

marcare P  accesibil� din marcarea ini ial� P 0
Fts

, A va primi o marc� în plus iar 
dac� ar exista dou� sau mai multe arce A�c ),(  cu c �s A  atunci prin 
producerea tranzi iei t, A va pierde cel pu in dou� m�rci úi va primi doar o marc� 
ceea ce spune c� dup� producerea lui t num�rul m�rcilor lui A este mai mic decât 
cel existent anterior producerii lui t, adic�  )() AA( 0PP z . 

�� � Reciproca rezult� din condi iile a) úi b) în care pentru úi 
pentru A  exist� un singur 

As��
�( , �)t s F As �c  astfel încât  AFts �c ),( .  Analog 

rezult� c� pentru orice s din A úi pentru orice (s,t) din FA exist� un singur s� din A 
astfel încât (t,s�) s� fie în FA. Deci prin producerea tranzi iei t permis� la o anumit� 
marcare P  accesibil� din marcarea ini ial� P 0 , o marc� va fi transferat� prin cele 
dou� arce incidente lui t de la cs  la s în primul caz, sau de la s la cs  în cel de-al 
doilea caz úi astfel dup� producerea  tranzi iei t num�rul m�rcilor lui A r�mâne 
neschimbat. Evident c� prin producerea oric�rei tranzi ii ce nu apar ine cel pu in 
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unui element din  num�rul m�rcilor lui A nu este afectat úi deci  FA

),( 0PP MA 6�� , P P( ) ( )A A 0 . 
 
Corolar 1.  Dac� M6  este {0,1}- valuat� úi  A S iar A  este mul imea 

arcelor cu o extremitate în A atunci pentru orice t
� F
T�  astfel încât cu 

A  sau A

� �s A
( , )s t F� ( , )t s F� , avem: num�rul arcelor din  care sfârúesc în t este 
egal cu num�rul arcelor din  care pornesc din t. 

FA

F

M

A

Demonstra ie. Este o consecin � imediat� a punctelor a) úi b) din teorema 1.  
 

6Corolar 2. Dac�  este o PT-re ea Petri marcat� {0,1}- valuat� iar A S 
este un invariant al lui 

�
 atunci A A* * . M6

Demonstra ie 
Presupunem c� úi  rezult� c� exist� astfel 

încât A  úi 
� � �t A A* *\ �t A* t A�* As�

( , )s t F� � c �s A st, AF�)',(

� � �t A A* *\

ceea ce contrazice punctul a) din teorema 
1; deci    este mul imea vid� úi astfel . AA ** \ A*�

t A� *
A

�t A*

*

APresupunem c� úi   exist�� s� astfel încât 
 úi ( , )t s FA� � c �s A AFts �c ),(, ceea ce contrazice punctul b) din teorem�; deci  

* *\A A  � �Ø . * *A A
A A* * Din cele dou� rela ii rezult� c� . 

 
M6Exemplul 1. Fie  o PT-re ea Petri marcat� {0,1} valuat� dat� în fig.1 

 
                                                                                                                                                           1t 2s

3s

5t

4s

2t

                                                                                                    

                                                                       

                                                                    

                                                                                                             5s1s

3t

                                                                                                                                

                                                                                                                         
                                                                                                                         
                                                                            

                                                                                      4t

         Fig.1  Invarian i într-o PT- re ea {0,1}valuat� 
 
Se observ� c� submul imile de loca ii: S s s s1 1 3 4 { , , } úi S s s s s2 1 2 4 5 { , , }  

M6sunt invarian i ai lui   deoarece mul imile de arce :  

)}

(),

4

1s

t ), (

,(),,(

,{(

443

111

tsst

tsFS  

F sS2 1 1 {( ,

),,(),,(),,(),,(),,( 5554522221 tsststtsst),,(),, 153 stt

s t t s1 3 5 1, ), ( , ), (

 

úi       t s t s s t t s s t1 3 4 3 3 5 5 4 4 4, ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}
îndeplinesc condi iile din teorema de caracterizare. 
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Observa ia 1. Teorema 1 nu este valabil� úi pentru PT-re ele ce nu sunt 

{0,1}-valuate, dup� cum se vede în fig. 2 în care dac�  prin producerea 

oric�reia din cele 4 tranzi ii ale re elei num�rul de m�rci de pe loca iile re elei este 
constant, adic� 

P 0

1

0

1

 
§

©

¨
¨
¨

·

¹

¸
¸
¸

P P( ) ( )S S 0 , pentru orice ), 0( PP MA 6� . Cu toate acestea 

arcului ( ,s t2 4 ) FS�  nu îi corespunde un singur arc din , ci dou�:  úi 

. Analog arcului 

FS ),( 14 st

( ,t s4 3 ) ( ,t s2 2 ) FS�  îi corespund arcele ( ,  úi ( , .   )s t1 2 )s t3 2

           

                                                            2t

   

                                                               1s 1t 2s 3t 3s
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                                                              4t

                                              
Fig.2   S este invariant 

 
Teorema 2. Fie 0 ),,Pr,,( PPosteTSM  6 o PT-re ea Petri marcat�, A S 

o mul ime de loca ii úi
�

CA vectorul caracteristic al lui A dat prin 
  then  1  else  0. 

S�{ , }0 1

' tC
C s ifA ( )  s A�

Atunci A este invariant �  . A 0
Demonstra ie 
�� � A invariant � num�rul m�rcilor lui A nu se schimb� la producerea 

oric�rei tranzi ii t T�  permis� la o anumit� marcare a re elei accesibil� din 
marcarea ini ial�. Aceasta înseamn� c� num�rul total al m�rcilor pe care le 
acumuleaz� A prin producerea lui t T�  este egal� cu num�rul total al m�rcilor pe 
care le pierde prin producerea lui t, ceea ce se formalizeaz� prin 

Post s t
s t A

( , ) �
� �
¦ Pr ( , )

( \ )

e s t
s t t A

�
� � 
¦ Pr ( , )

( )

e s t
s t t A

 
� � � 
¦  

Po
s t t A( \ )� � 
¦ st s t( , ) � Post

s t t A( )� � � 

s t( , ) �¦ ¦
��  tts )\(

�
A

tsPost ),( P
( \ )s t t� � 

r (e s t
A

�, )¦

¦
���  Atts )(

(  0))� tsetsPost ,(Pr),(  

Folosind acum defini ia operatorului de inciden � ':S T Zu o  dat prin: 

 

°
°

¿

°
°

¾

½

°
°

¯

°
°

®



���

��

�

 '

altfelo

ttstsetsPost

ttstse

ttstsPost

ts

,

),,(Pr),(

\),,(Pr

\),,(

),(
**

**

**

avem  
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'( , )
( \ )

s t
s t t A� � 
¦ � '( , )

( \ )

s t
s t t A

�
� � 
¦ '( , )

( )

s t
s t t A

 
� � � 
¦ 0 �  

' '
A�

( ,
( )s t t A� � � 

)
* *

s t
s t�

( , )s t¦ ¦ �  0 0  

 
Observ�m acum c� pentru s A�  úi s nu se afl� printre vecinii lui t, prin 

producerea tranzi iei t num�rul m�rcilor loca iei s nu se modific� úi deci ultima 

rela ie este echivalent� cu '
s A�

( , )s t  ¦ 0 . 

Folosind vectorul caracteristic al lui A, rela ia de mai sus se scrie 

0),(0)(),(  �'� �'¦
�

A

Ss

A CtsCts . 

Deoarece tranzi ia t este arbitrar� observ�m  c� '( , )�  t CA 0  pentru 
� �t T , rela ie care este echivalent� cu . 't C�  0A

�� � Reciproc, dac� pentru vectorul caracteristic A  al unei mul imi de 
loca ii 

C
A S� avem  rezult�, mergând cu implica iile în sens invers, c�  't

AC�  0
 

Pr ( , ) ( , )
* *

e s t Post s t
s t A s t A� � � �
¦ ¦ , � �t T ,  

rela ie care spune c� A este un invariant al lui6 M. 
Rezultatul de mai sus arat� c� orice invariant al re elei se ob ine rezolvând în 

Z ecua ia 't x�  0 . Nu orice solu ie a acestei ecua ii este invariant al re elei, cum 
ar fi spre exemplu solu iile ecua iei ce nu sunt vectori caracteristici ai unor 
submul imi din S. 

Vom extinde mai departe no iunea de invariant introdus� mai sus. 
 
Defini ia 2. Fie 6  o PT-re ea Petri. Se numeúte S-invariant al lui  orice 

vector 
6

i S Z: o  pentru care 't i�  0 . 
 
Conform Teoremei 2 vectorul caracteristic al oric�rui invariant al re elei este 

un S-invariant, dar nu orice S-invariant este vectorul caracteristic al unui invariant.     
 

Exemplul 2. Fie 6  re eaua Petri din fig.1. Observ�m c� operatori Pre, Post 
úi  sunt urm�torii: '
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Rezolvând ecua ia  't i�  0  prin una din metodele cunoscute din algebra 

liniar� de rezolvare a sistemelor liniare în numere întregi, cum ar fi spre exemplu 
algoritmul ciclic sau algoritmul discret al lui Gomory baza i pe principiul 
introducerii unor restric ii suplimentare numite t�ieturi, se ob in 4 S-invarian i, cei 
din fig.3, dintre care numai 2 sunt vectori caracteristici corespunzând invarian ilor 

 úi  din exemplul 5. S1 S2
                      i1 i2 i3 i4

 
s1
s

   1     1       2      0 
2

s
   0     1       1      1 

3
s

   1      0      1     -1 
4

s
   1      1      2      0 

5    0      1      1      1 
 

Fig.3   S-invarian ii re elei din fig.1 
 
Observ�m c� invarian ii  úi sunt combina ii liniare a celor doi vectori 

caracteristici. Spre exemplu 2

i3 i4
i i i3 1 �  iar 124 iii � . Fiecare dintre cei doi       

S-invarian i i  úi i admit anumite interpretari în re ea.                                                                   3 4
Urm�rind re eaua din fig.1 observ�m c� la producerea lui 1   un punct din 1  

este transferat atât în 2  cât úi în 3 , de unde putem considera c� un punct din s1 se 
num�r� cât unul  din s2 úi unul din s3  la un loc.  Analog, când se produce  o 
marc� din 4  este transferat� atât în 3  cât úi în 5  úi deci o marc� din 4 se 
num�r� cât una din s3 úi una din 5  laolalt�. Deci m�rcile din 1  úi 4 au o pondere 
dubl� decât a celor din 2 , 3  úi 5 . Introducând o astfel de pondere pe loca iile 
re elei, prin S-invariantul i3 ob inem c� num�rul ponderat de m�rci al re elei r�mâne 
constant la producerea oric�rei din cele 5 tranzi ii ale re elei adic�  

t s

4

s s

s
s

t
ss s s

s s
s s

�P P1 2,  marc�ri ale re elei încât � �t T  cu P P1[t ! 2  avem P P1 3 2 3�  �i i . 
Analog invariantul i4 va scoate în eviden � o regularitate în ce priveúte 

loca iile , 3  úi 5 în timpul evolu iei re elei. Se observ� c� prin producerea lui t1  
loca iile 2 úi 3  primesc totdeauna acelaúi num�r de m�rci úi cum marca din 2  se 
transfer�, prin producerea lui t2 , în 5 , observ�m c� producându-se t5 din 3  úi 5  
este totdeauna scos acelaúi num�r de m�rci. Astfel num�rul de m�rci din  variaz� 
în acelaúi mod ca suma  num�rului de m�rci din , . În felul acesta 

s2
s

s
s

s
s

s s

3

s
s
�s2 s3 P 0  astfel 

încât P P P0 2 0 (s s3 5) )0 (( )  s =0 úi ), 0( PP MA 6��  avem  P P�  �i i  04 0 4 . 
 
Lema 1. Fie 1 2  S-invarian i ai PT-re elei Petri i i, 6  úi . Atunci 

 este S-invariant al re elei. 
n n Z1 2, �

n i n i1 1 � 2 2
Demonstratie.  
Evident ' ' ' ' '( ) ( ) ( )n i n i n i n i n i n i1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 0�  �  �  . 
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Lema 2. Fie 6  o PT-re ea Petri; i un S-invariant pozitiv al s�u úi fie 
. Atunci  A s S i s �{ / ( !) 0} A A* * . 

Demonstra ie 
Dac� úi� � � �t A A t A* * *\ t A�* � � �s A  încât  úi 

încât 
t s� *

� c � �s A t, * c � � �s s A '( , )s t Pr ( , )e s t � � 0  úi , � c �s A
.0),'(),'( d ' Postts ts Atunci evident '( , )� �t CA 0 . Cum i este S-invariant 

pozitiv� dA  úi deciC i ' '( , ) ( , )� � t � �t C t iA . Astfel � �t T   încât  
, ceea ce contrazice c� i este S-invariant('( , )� � �t i 0 ' �  i 0 ). Deci A A* *\  Ø 

adica . A A* *�
* *\A A  

 20

Analog se demonstreaz� c� Ø . � �* *A A
 
Teorema 3. Fie 0 ),,Pr,,( PPosteTSM  6 o PT-re ea Petri marcat�. 

Atunci pentru orice ),( 0PP MA 6� úi pentru orice S-invariant i al lui M avem 6
P P�  �i i0

Demonstra ie. Fie 21

. 
),(, 0PPP A 6� M úi fie t T�  încât P P1 2  . 

Atunci 
[t !

),(12 t�'� PP . Cum 0).,(  �' it  (i este S-invariant) avem 
 �'� it)).,( i (.2 1PP  iiti .).,(. 11 PP  �'� .  

Acum dac� 0 1�21 ,),( �� ,...6� MA  úi  încât   t t1 2, t k,...PPPP kP
P P P P P0 1[ [t t! !1 2 2 1k k

Conform celor de mai sus rezult� c� 
... [t !� . 

P P P P P0 1 0i i i i i   ... � �  � . 
 Se observ� c� pentru ca reciproca teoremei de mai sus s� fie adv�rat� este 

necesar ca fiecare tranzi ie s� se poat� produce cel pu in o dat�. În particular acest 
lucru este valabil în re ele Petri viabile[2]. 

 
Teorema 4. Fie M6  o re ea Petri marcat� viabil� úi fie i S Z: o  un vector 

încât pentru orice  ),( 0PP MA 6� avem  P P0 �  �i i . Atunci i este un               
S-invariant. 

Demonstra ie. Pentru ca i s� fie invariant trebuie s� demonstr�m c� 
' '�  � � � � �  i t T t i0 0, ( , )

t
. 

Fie  � �T  úi 0 ),(P A 6�� PM încât t s� fie permis� la marcarea P . Fie 
P � marcarea ob inut� prin producerea lui t. Atunci P [t>P � si c  � �P P '( , )t . 
Rezult� c �  � � � �P Pi i t i'( , ) úi cum c �  �P Pi i , ob inem '( , )� �  t i 0 . 

 
Corolar 3. Fie6  o re ea Petri marcat� viabil� úi fie i Z

s� .Atunci i este   
S-invariant al lui6 � �  ),( 0PP MA 6� , ii 0. PP  . 

Demonstra ie. Rezult� din teoremele 3 úi 4. 
 
Corolar 4. Fie 6  o PT-re ea Petri marcat� úi  A S o mul ime de loca ii al 

c�rui vector caracteristic este un S-invariant. Atunci pentru  

�

),( 0PP MA 6�� avem P P( ) ( )s s
s As A

 
��
¦¦ 0 . 

Demonstra ie. Dac� , vectorul caracteristic al lui A este un S-invariant 

rezult� conform Teoremei 2 c�      

CA

P P�  � �C CA A0   

P P( ) ( ) ( ) ( )s C s s C sA A

s As A

�  �
��

�¦¦ 0  P P( ) ( )s s
s As A

 
��
¦¦ 0 . 

S� vedem mai departe care ar fi dependen a dintre m�rginirea loca iilor unei 
re ele úi apartenen a lor  la anumi i invarian i ai re elei. 
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Defini ia 3. Fie 0 ),,Pr,,( PPosteTSM  6 o PT-re ea Petri marcat�. 

Atunci este m�rginit� 6 � P 0  este finit� úi � �n N încât pentru 
), 0( PP M6A�� úi � �s S  avemP( )s nd . 

 
Defini ia 4. O PT-re ea Petri 6 este acoperit� prin S-invarian i  pentru 

orice loca ie 
�

s S� exist� un S-invariant pozitiv i al lui 6  încât . 0)( !si
 
Propozi ia 1. Fie 6  o PT-re ea Petri acoperit� prin S-invarian i. Atunci 

exist� un S-invariant i al re elei încât  , 0)( !si � �s S . 
s S�Demonstra ie. Din ipotez� pentru fiecare  exist� un invariant i  

pozitiv încât i s . Evident c� dac� lu�m acum i
s

s ( ) ! 0 is

s S

 
�
¦  acesta este, conform 

lemei 1, un S-invariant si 0!)()()( ' ctc c ¦
�

sisisi s

Ss

s . 

 
Teorema 5. Fie 0 ),,Pr,,( PPosteTSM  6 o PT-re ea Petri marcat� cuP 0  

finit�. Dac� M este acoperit� prin S-invarian i atunci ea este m�rginit�. 6
Demonstra ie. Fie s S0 � úi fie i un S-invariant pozitiv cu i s , ( ) ! 0

� �s S (acesta exist� conform propozi iei 17). În particular i s . Fie acum ( )0 0!

),( 0PP M6A�� ; deoarece P P( ) ( ) ( )s i s s
s S

0 0� d
�

P P i0 �( )i s i�  �¦ (din 

teorema 11), rezult� c� P
P

( )s0 d
( )

i

i s

0

0

, adic�  � �s S0 este m�rginit�. Vom lua 

acum n
i

i ss S
 

�
max

( )

P 0 .Evident pentru orice s S�  avem P
P

( )
( )

s
i

i s
d 0

0

nd úi astfel 

M este m�rginit�. 6
 
Observa ia 2. Reciproca acestei teoreme nu este adev�rat� chiar dac� este 

o re ea Petri particular�, cum se vede pe re eaua din fig.4, unde avem o PT-re ea 
Petri viabila[2] úi  1-m�rginit�(binar�) ai c�rei S-invarian i sunt da i în fig.5. Se 
observ� c� nu este acoperit� prin S-invarian i deoarece exist�  încât 

 nu este strict pozitiv pentru orice 

6

S6 s4 �
)( 4si i i i i�{ , , }1 2 3 . 
 
                          t 1        t    t     t  2 3 4

Aici       úi  '

»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«

¬

ª

�

�

��

��

�

1010

0110

1111

1111

1010

5

4

3

2

1

S

S

S

S

S

P 0 =(1,1,0,1,0)t 

 

 21



$QDOHOH�8QLYHUVLW�
LL�63,58�+$5(7��6HULD�0DWHPDWLF��,QIRUPDWLF���QU������������,661������������

                                            

 22

                            

                                                                                                2t

 

                                           s2                                                               4s
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                                                     s3                                              
                                          
 
  

                                                                                 4t

 Fig.4   ¦ m�rginit� úi neacoperit� prin S-invarian i 
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Fig.5    S-invarian ii re elei din fig. 4 

 
 

3.  Aspecte practice 
 
Vom prezenta în continuare o modalitate de studiu a anumitor propriet� i  ale 

modelului proceselor unui sistem de operare prin utilizarea S-invarian ilor unei 
re ele Petri care modeleaz� acest sistem.  

Consider�m un sistem de operare în care n procese au acces la un buffer atât 
pentru citire cât úi pentru scriere. Dac� nici un proces nu foloseúte bufferul pentru 
scriere presupunem c� sunt permise la citire cel mult k nd  procese. Accesul la 
buffer pentru scriere este permis numai dac� nici un alt proces nu foloseúte bufferul 
pentru citire sau scriere. 

Astfel observ�m c� fiecare proces poate fi în una din urm�toarele 5 st�ri: 
s0  
s  

starea inactiv�; 
1

s  
preg�tit pentru citire; 

2
s  

citire propriu-zis�; 
3

s  
preg�tit pentru scriere; 

4
Putem modela acest sistem pentr-o re ea Petri ca în fig.6 în care loca ia s5 este 

o loca ie  necesar� pentru sincronizarea celor k procese ce pot folosi simultan 

scriere propriu-zis�; 
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bufferul în opera ia de citire iar tranzitiile t0, t1, t2, t3, t4, t5 permit trecerea 
proceselor dintr-o stare în alta, având semnifica iile ce rezult� din figur�. 

 

 23

                                  5s

2

5

0s

1

3t

 
 

                                                  k                                 t  

                             t  

         k  

                                                                                                                            
                    s4          

t4                                                                                                           t  
 
 s3                                                            s1 
  
    
  

                                                                                  0t

 
Fig.6  Re ea Petri asociat� proceselor unui sistem de operare 

 
În starea ini ial� toate cele n procese sunt inactive úi k procese pot fi permise 

simultan s� aib� acces la buffer pentru citire întrucât nici un proces nu foloseúte 
bufferul la scriere. Vom semnala aceasta luând ca marc� 
ini ial� 0  marcare pe care în desen am reprezentat-o punând 
valorile n úi k în loca iile corespunz�toare. 

,),0,0,0,0,( tkn P

Se observ� c� operatorul de inciden � '  este: 
 
                                  t      t     t 2     t 3      t      t     0
  

1 4 5

                             S   1      0     1    �1     0       1  0
                             S   1    �1     0      0     0       0  1
                             S  0      1    �1     0     0       0  2
          =            S   0      0     0      1    �1      0  ' 3
                             S  0      0     0      0      1      -1 4
                             S   0     �1    1      0    �k      k  5
 
Rezolvând sistemul de ecua ii 't x�  0

)1,,0, k
 ob inem doi S-invarian i ai re elei úi 

anume 1 1,0,0(),0,1,1,1,1,1( 2ii   . Mai departe vom interpreta cei doi 
invarian i. 

Folosind corolarul 4 pentru i  avem c�  1

),( 0PP MA 6�� ,   P P( ) ( )s si

i

i

i  
¦ ¦  

0

4

0
0

4

n
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ceea ce înseamn� c� în întreaga evolu ie a re elei num�rul proceselor este constant 
úi fiecare este în una din cele 5 st�ri. 

Folosind teorema 3 pentru  i  avem c�  2
),( 0PP MA 6�� , P P P P P�  � � � � �  i i s k s s2 0 2 2 4 5( ) ( ) ( )  

P P P
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0 2 0 4 0 5( ) ( )s s k( )s k� � �  P P P( ) ( ) ( )s k s s2 4 kdeci 5� � �  ;  
de aici rezult� urm�toarele: 

1. P P P P( ) ( ) ( ( )) ( )s s k s s12 5 4 4 1�  � � d , deci 4  con ine cel mult o 
marc�, ceea ce spune c� la fiecare moment cel mult un proces are acces la buffer în 
opera ia de scriere. 

s

2.  Dac� P( )s4 1 atunci din 1 rezult� c� P P( ) ( )s s 02 5�  , adic� 
P( )s 0 2 úi P( )s5 0 . Aceasta spune c� atunci când un proces foloseúte bufferul 
pentru scriere nici un alt proces nu-l poate folosi la citire în întreaga evolu ie a 
re elei. 

3. Dac� P( )s 04   rezult� din 1 c� P P( ) ( )s s k2 5�  , deci 
25 )()( sks PP � , echivalent cu P( )s k2 d . Aceast� rela ie spune c� dac� nici 

un proces nu foloseúte  bufferul la scriere atunci cel mult k procese pot s�-l 
foloseasc� la citire în orice moment din evolu ia re elei, iar dac� úi P( ) 0 s5  
atunci P( )s2  k  úi deci k procese folosesc bufferul pentru citire.  

 
Propozi ia 2. Fie 0 ),,Pr,,( PPosteTSM  6 o PT-re ea Petri marcat� 

asociat�  procesului de scriere úi citire al unui sistem de operare în care 
 . 

tkn ),0,0,0,0,(0  P
Dac� ataú�m loca iilor 0 5s s�  niúte capacit� i maxime date prin vectorul 

capacit� ilor K=(n,n,k,k,1,k)t atunci 6 este viabil�. 
Demonstra ie.  Ne vom folosi de invarian ii re elei determina i mai sus. Vom 

ar�ta c� vectorul K al capacit� ilor nu va împiedica producerea nici unei tranzi ii. 
Fie orice marcare P  accesibil� din marcarea ini ial� P 0 . Vom ar�ta c� exist� cel 
pu in o tranzi ie permis� la aceast� marcare. Dac� P P P( ) ( ) ( )s s s 00 2 4� � !  
atunci cel pu in una din loca iile 0 , 2 respectiv este marcat� úi astfel cel pu in 
una din 0 3 2 sau  este permis�. Dac� îns� 

s s s4
t t t, , t5 P P P( ) ( ) ( )s s s 00 2 4� �  rezult� 

din invariantul i1  c� P P( )s ( )s n1 3�  , iar din i2 c� P( )s k5  , ceea ce spune c� 
cele n procese sunt în st�rile de aúteptare gata preg�tite pentru citire sau scriere, iar 
k dintre ele pot avea simultan acces la buffer pentru opera ia de scriere. Astfel 
tranzi iile 1 sau 4  se pot produce. Cu aceasta am demonstrat c� vectorul 
capacit� ilor nu împiedic� producerea tranzi iilor. Pentru a demonstra c�  este 
viabil�, va trebui s� ar�t�m c� 

t t
6

� �t T úi 0 ),( PP MA 6�� , exist� cP  accesibil� 
din P  la care t s� fie permis�. Acum dac� la un anumit moment nici un proces nu 
este în stare inactiv�, echivalent cu P( )s0 0  pentru un anumit 0 ),( PP MA 6� , 
atunci printr-o secven � de produceriP( )s0 0z , adic� cel pu in un proces va 
deveni inactiv, ceea ce va permite lui 0  sau 3  s� se produc�. Astfel tranzi iile  t  
úi  sunt viabile. Analog se demonstrez�  úi viabilitatea celorlalte tranzi ii. 

t t 0
t3

 Sintetizând, putem observa c� pentru sistemul de operare cu n procese 
modelat mai sus, au fost stabilite urm�toarele propriet� i: 

P1. In întreaga evolu ie a sistemului, num�rul proceselor r�mâne constant úi 
fiecare se afl� în una din cele 5 st�ri fixate la început.  

P2. La fiecare moment din evolu ia sistemului cel mult un proces are acces la 
buffer pentru scriere. 

P3. In întreaga evolu ie a sistemului, când un proces foloseúte bufferul pentru 
scriere, nici un alt proces nu-l poate folosi  pentru citire. 
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P4. In întreaga evolu ie a sistemului, dac� nici un proces nu foloseúte bufferul 
pentru scriere atunci cel mult k procese pot s�-l foloseasc�  pentru citire. 

P5. Sistemul de operare modelat mai sus este viabil (Propozi ia 2). 
P6. Sistemul de operare cu cele n procese r�mâne viabil chiar úi în clasa 

re elelor Petri cu capacit� i finite ale loca iilor (Propozi ia 2). 
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Abstract: After a short introduction to the theory of systems, in general, and of 
Petri Nets in particular, the article begins with a characterization theorem of invariants of a 
marked and {0,1}-valued Petri net using the flux relation of the network. It then continues 
with a structural characterization of the network�s invariants using its incidence operator, a 
characterization of S-invariants of a live Petri net, a sufficient condition of bounding a 
covered Petri net using invariants, etc. The article ends by presenting a concrete way of 
studying the properties of a system using S-invariants of the Petri net that models that 
system. The object in question is an operating system with n input and output processes that 
share a common buffer.  


